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RESUMO

Esta ¢ uma pesquisa de cunho bibliografico na area da educagao matematica e tem como tema
de atuagdo a investigagdo, resolugdo de problemas e modelagem matematica e embasado nessa
metodologia construir o conceito de fungdo, como também alguns modelos de situagdes reais
e outros que fazem parte da histéria da matematica para servir de exemplo de aplicacao da
investigacao e resolucao de problemas envolvendo o objeto do conhecimento chamado fungao,
o fruto dessa pesquisa visa atender uma nova exigéncia da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) conhecido como itinerario formativo e esse ¢ subdividido em trés partes:
Aprofundamento, Projeto de vida e Eletiva, chamado de parte flexivel do conhecimento
permitindo ao professor inovar na sua pratica pedagogica.

As ideias que serdo tratadas neste trabalho representam uma forma de buscar meios eficazes no
que tange a melhoria do ensino envolvendo o assunto de fungdes e tem como objetivo maior
uma participa¢ao mais critica e reflexiva por parte do aluno e possibilitando assim uma maior
participagdo no processo ensino aprendizagem. Também iremos propor aqui algumas atividades
didaticas, onde o aluno tera a oportunidade de construir a partir de uma situacdo concreta do

cotidiano em um ambiente de modelagem matematica o conceito de funcao.

Palavras-chave: Func¢ido; Resoluciao de problemas; Investigacio; Modelagem.



ABSTRACT

This is a bibliographic research in the area of mathematics education and has as its theme the
investigation, problem solving and mathematical modeling and based on this methodology to
build the concept of function, as well as some models of real situations and others that are part
of the history of mathematics to serve as example of application of investigation and problem
solving involving the object of knowledge called function, the result of this research aims to
meet a new requirement of the National Common Curricular Base (BNCC) known as formative
itinerary and this is subdivided into three parts: Deepening, Life Project and Elective, called the
flexible part of knowledge allowing the teacher to innovate in his pedagogical practice.

The ideas that will be dealt with in this work represent a way of seeking effective means
regarding the improvement of teaching involving the subject of functions and has as its main
objective a more critical and reflective participation on the part of the student, thus enabling
greater participation in the teaching-learning process. We will also propose here didactic
activities, where the student will have the opportunity to build the concept will have the
opportunity to build the concept of function from a concrete everyday situation in a

mathematical modeling environment the concept of function.

Keywords: Function; Problem solving; Investigation; Modeling.
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1 INTRODUCAO

O conceito de fungdo € um dos temas mais importante dentro da matematica, uma vez
que o mesmo permeia os mais diversos ramos do conhecimento, desde a fisica, quando
relacionamos as grandezas espaco e tempo, até a biologia, quando se observa o crescimento de
bactérias em estudos controlados. Os estudos das fungdes, no contexto intramatematico, ¢ de
suma importancia, pois através dele constroi-se, por exemplo, todos os fundamentos do Célculo

diferencial e integral.

Com o advento do Novo Ensino Médio — NEM, a partir da lei 13.415/2017 e, por
conseguinte, o estabelecimento de uma Base Nacional Comum Curricular — BNCC, o ensino
da matematica passa a se fundamentar no desenvolvimento de competéncias e habilidades que
deverao ser construidas a partir de processos de investigacdo, de constru¢do de modelos e de
resolucdo de problemas (Brasil, p.529, 2017). Sendo assim, propomo-nos a desenvolver uma
pesquisa cunho bibliografico em torno do tema: Construindo o conceito de fungdo através da
investigacao, resolucao de problemas e modelagem matematica. Para tanto, fundamentamo-nos
nos estudos de diversos pesquisadores da area da educagdo matematica, voltados
especificamente para a investigacdo matematica em sala de aula (Ponte et al, 2013), a resolucao

de problemas (George Polya) e a modelagem matematica (Biembengut e Hein), entre outros.

A investigagdo matematica como tendéncia de ensino/construcdo do conhecimento
matematico se caracteriza como uma metodologia que objetiva a produgdo do conhecimento
através da a¢do direta do educando sobre o objeto de conhecimento. Investigar em sala de aula
oportuniza a reflexdo, autoconfianga, interacdo entre os alunos, estimula a criatividade, o
pensamento matematico € o protagonismo estudantil. Braumann (2002), citado por Ponte et al
(2013), afirma que “aprender matematica ndo ¢ simplesmente compreender a Matematica ja
feita, mas ser capaz de fazer investigagdo de natureza matematica (ao nivel adequado a cada

grau de ensino) .

Em relagdo a resolugdo de problemas, suas potencialidades como metodologia de ensino
em sala de aula sdo enormes, vista que, ao resolver problemas matematicos, diferentemente dos
exercicios tradicionais, o aluno ira mobilizar seus conhecimentos prévios afim de construir um
caminho para a solucdo do problema, gerando assim uma aprendizagem significativa,

possibilitando a resolucdo de problemas futuros. Segundo Polya (1995), na resolugdao de
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problemas, o professor atua como um auxiliador, questionando e orientando o aluno em torno
dos caminhos, estratégias e varidveis que definem o problema. No entanto, essa orientagao nao

deve tirar o protagonismo do aluno na resolucao da situagdo — problema.

No que diz respeito a modelagem matematica, essa tendéncia metodoldgica na educagio
matematica, estd intrinsicamente ligada a investigacdo matematica e a resolugdo de problemas,
ja que uma proposta de modelagem em sala de aula partird sempre de um questionamento da
realidade (situagdo — problema), em que o aluno ird explorar, investigar, criar conjecturas, testar
hipdteses, afim de construir um modelo matematico que propicie a solugdo do problema inicial.
Para Bassanezi (2006) “a modelagem matematica consiste, essencialmente, na arte de
transformar situacdes da realidade em problemas matematicos cuja solugdes devem ser
interpretadas na linguagem usual”. Por sua vez, Biembengut e Hein (2013) veem modelagem
matematica como um elo de ligagdo entre a realidade e a matemadtica, um caminho que
oportuniza ao aluno o fazer matematico partindo da realidade vivencial ou das necessidades nos

campos de outras ciéncias.

Assim, além da analise da constru¢ao do conceito de fungao, através das metodologias
anteriormente descritas, o presente estudo sugere algumas atividades didaticas que evidenciem
a possibilidade pratica da construcdo significativa do conceito de fun¢do, subsidiadas pelas

tendéncias de educacao anteriormente citadas.

Tradicionalmente o conceito de funcdo ¢ desenvolvido em sala de aula a partir das
relagdes bindrias entre elementos de dois conjuntos, mostrando a influéncia que o Movimento
da Matematica Moderna teve na reestruturacdo do curriculo de matematica no Brasil. Nao
queremos em hipotese alguma abandonar este pensamento, porém considerando a realidade do
aluno atual, ter uma abordagem que valorize o significado do conceito de fun¢ao como relagdo
de dependéncia entre duas grandezas ¢ de fundamental importincia no processo ensino
aprendizagem, partindo de atividades que valorizem a constru¢do do conceito através da no¢ao
intuitiva de funcao, subsidiado por agdes onde o educando atua de forma direta. Dessa forma,
a presente pesquisa busca evidenciar a importancia da construcao do conceito de fungao pelo
educando a partir de atividades investigativas, resolucdo de problemas e modelagem
matemética, intencionando responder ao seguinte questionamento: E possivel um outro
caminho para a construg¢do do conceito de funcdo a partir de atividades investigativas,
resolucdo de problemas e modelagem, valorizando a participa¢do ativa do educando no

processo de construgdo do conhecimento?
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Na antiguidade, os mais diversos conceitos matematicos foram construidos quase
sempre em torno da necessidade de resolucao de atividades praticas do cotidiano. Nao obstante,
o desenvolvimento deste conceito na educacao, se da de forma abstrata, através da teoria dos
conjuntos. Sabe-se que a abstracdo ¢ intrinseca a matematica, no entanto, quando se trata da
constru¢do de conceitos em sala de aula, ¢ consenso que buscar relacionar os objetos
matematicos em estudo, com a realidade do educando, nas suas mais diversas formas, €
essencial para a internalizagdo e construcao de conceitos significativos, com referéncia a isso

temos o apoio dos PCN — Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1997):

O conhecimento formalizado da matematica necessita ser passado para tornar-se
possivel de ser aprendido, ensinado; ou seja, os pensamentos dos tedéricos matematicos
ndo sdo passiveis de comunicagdo direta ao aluno. (...) esse processo de
transformagao do conhecimento cientifico em conhecimento escolar ndo passa s6 por
mudangas de natureza epistemologica, contudo ¢ influenciado por condigdes de ordem
cultural, social e que procedem na elaboragdo de saberes intermedidrios, como
ajuntamentos provisorios, cogentes e intelectualmente formadoras. E o que pode
chamar de contextualizacdo do saber (Brasil. 1997, p. 7).

O conceito de fungdo ¢ um dos mais importantes dentro da Matematica, uma vez a
relacdo entre grandezas ocorre nas mais diversas areas do conhecimento, oferecendo assim um
grande campo de aplicacdo em sala de aula, além de subsidios para o desenvolvimento de
atividades interdisciplinares. No entanto, a forma tradicional do desenvolvimento do conceito
de funcdo em sala de aula, partindo das relagdes bindrias entre elementos de conjuntos, nao
atende as necessidades mencionadas anteriormente, utilizando de conceitos abstratos para a
formalizagdo e definicio de fungdo. E necessario, portanto, a viabilizagdo de métodos que
busquem dar significado aos conceitos em sala de aula, ndo somente pela formalizagao
algébrica, mas pela construgdo intuitiva de relagdes entre grandezas. Neste sentido, Pitombeira

e Roque (2012) nos ensina que:

Atualmente, quando pensamos no conceito de fungdo, algumas ideias nos vém a
mente. Por exemplo, a ideia de uma correspondéncia. Deste ponto de vista,
poderiamos dizer que as tabelas babilonicas e egipcias ja pressupunham, de alguma
forma, a ideia de funcdo, uma vez que se tratavam justamente de registros de
correspondéncias (entre um nimero e o resultado das operagdes que envolvem este
namero). As tabelas astrondmicas de Ptolomeu, similares as nossas tabelas de senos,
também estabeleciam correspondéncias que consideramos hoje de natureza funcional
(Pitombeira e Roque, 2012, p.208).

Dessa forma, construir o conceito de funcao a partir de relagdes de dependéncias entre
grandezas, adotando para tanto atividades investigativas, resolu¢cdo de problemas e modelagem

matematica, ¢ essencial para construgdo significativa do conceito de fun¢do. Neste sentido, os
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PCNEM (BRASIL, 1999), corroboram com tal assertiva, uma vez que, segundo este

documento:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ci€ncias, necessaria para expressar a relagdo entre grandezas e modelar
situagdes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo
varias conexdes dentro e fora da propria Matematica. Assim, a énfase do estudo das
diferentes fungdes deve estar no conceito de fungdo e em suas propriedades em relagdo
as operagdes, na interpretagdo de seus graficos e¢ nas aplicagdes dessas fungdes
(BRASIL, 1999, p.121).

A construcdo do conceito de fungdo a partir de atividades que valorizem a nogao
intuitiva, certamente geram a percepg¢ao por parte do aluno, e evidencia a matematica enquanto
conhecimento da realidade do aluno. Neste sentido, Trindade e Moretti (2000, p.44) afirma que
as expressoes algébricas representativas de funcdes adquirem significados proprios quando o

conceito intuitivo de func¢do € previamente desenvolvido pelo educando.

No entanto, cabe ao educador assumir uma postura divergente daquela imposta pela
forma tradicional de ensinar, onde o papel do aluno ¢ de mero receptor, buscando mecanismos
que revejam e valorizem a a¢do do estudante enquanto pessoa ativa e reflexiva. Assim, nos

ensina D’ Ambrésio, (1989) que:

[...] atipica aula de matematica a nivel de primeiro, segundo ou terceiro graus ainda
¢ uma aula expositiva, em que o professor passa para o quadro negro aquilo que ele
julgar importante. O aluno, por sua vez, copia da lousa para o seu caderno ¢ em
seguida procura fazer exercicios de aplica¢do, que nada mais sdo do que uma repeti¢do
na aplicacdo de um modelo de solucdo apresentado pelo professor. Essa pratica revela
a concepcdo de que ¢ possivel aprender matematica através de um processo de
transmissdo de conhecimento. (D’AMBROSIO, 1989, p.15).

Diante do exposto, percebe-se que a forma tradicional de ensinar matemética ndo condiz
com aquilo que € necessario e propomos aqui para a constru¢ao de conceitos intuitivos dentro
da matematica, mais especificamente, o conceito de fungdo, uma vez que para tal ¢ necessaria
uma revisao do papel do aluno e do professor, agora atuando como agentes de transformacao

sobre o objeto de conhecimento, ndo mais como emissor e receptor.
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2 CONCEITO DE FUNCAO ATRAVES DO TEMPO

Assim como os mais diversos conceitos matematicos, o desenvolvimento do conceito
de fun¢do ndo surge repentinamente na matematica, se fez necessario alguns séculos para que
0 mesmo evoluisse e chegasse ao que temos na atualidade. Tal fato ¢ mencionado no trabalho
do pesquisador russo Youschkevitch (apud Maciel,2011, p.10), que mostra um panorama da

evolugdo deste conceito no decorrer do tempo, caracterizando-o em trés fases:

e Antiguidade: a no¢do de fungdo aparece como uma dependéncia de valores de forma
bem intuitiva;
e Idade Média: a nocao de funcdo esté ligada as representagdes geométricas € mecanicas;

e Idade moderna: a nocdo de funcdo passa a ser representada por expressdes analiticas.

(MACIEL, 2011, p.10).

Na antiguidade, destaca-se o papel dos babilonicos com suas tabuas de calcular, que
apesar de ndo estabelecerem de forma direta, o material matematico apresentado por esses
povos em seus registros, de certa forma traziam uma ideia intuitiva de fungdo ao estabelecerem

uma correspondéncia entre elementos de conjuntos distintos, como nos garante Roque (2012):

[...] tabelas babilonicas e egipcias ja continham de alguma forma, uma ideia de fungéo,
uma vez que tratavam justamente de registros de correspondéncias (entre um numero
e o resultado das operagdes que envolvem esse numero). Por essa razdo, afirma-se
algumas vezes que a nogdo de fung¢do tem sua origem na matematica antiga. (Roque,
p-334, 2012)

Os babildnios utilizavam seus registros como um instrumento de consulta, onde a
resolugdo de equagdes, potenciagdes, calculo de raizes quadradas e cubicas (na base
sexagesimal) eram feitos através da consulta de resultados previamente calculados. Dessa
forma, pode-se afirmar entdo, que as tabulas babilonicas apresentavam uma ideia rudimentar
de fungdo, estabelecida através de relagdes entre elementos de conjuntos distintos. Por exemplo,
segundo alguns historiadores, na Figura 1, os nimeros ali escritos em suas colunas representam,
expressos em base sexagesimal, as medidas dos catetos e da respectiva hipotenusa de um
triangulo retangulo. Assim, para determinar a medida da hipotenusa de um tridngulo retangulo,
bastava relacionar na tabela, as medidas relativas aos catetos, evidenciando uma ideia intuitiva

de funcao.
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Figura 1 - Tabula babilénica: Plimpton 322

Fonte: Wikipedia

Outro exemplo da aplicacdo das tdbulas babildnicas, diz respeito ao método para a
resolucdo de equagdes clbicas do tipo da ax*+bx?>=c, que apods reduzidas a forma
n*+n? =k , eram facilmente resolvidas consultando as colunas representativas dos valores de
n,n%e n® . Observe que este método tem em sua esséncia a ideia de funcionalidade, uma vez

que relaciona os valores de n® e n> com sua soma.

A construgdo de ternas pitagoricas, na Grécia antiga, estabelece uma ideia de fungao,
uma vez que, segundo Roque (2012), os Pitagdricos obtinham as referidas ternas a partir de um
nimero t = 2n + 1, ( n € N), ou seja, partiam sempre de um niimero impar e realizavam as

seguintes transformacgoes:

t2+1 t2-1
a=—Db=te c=——
27 2

2 2_
obtendo a terna Pitagérica (a,b,c) = (t2—+1 t ,tz—l)

De forma andloga, os Platonicos desenvolveram um método para obter ternas

Pitagoéricas, porém partindo de um niimero par (t=2n, n € N), da seguinte forma:
(a,b,c) = (t?> +1,2¢t,t>—1,)

Observa-se que ambos métodos nos transmite a ideia de funcionalidade, uma vez que
para determinado valor de t (par ou impar) obtém-se, de modo Unico, uma terna pitagorica

(a,b,c).
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Ainda na Grécia, ndo podemos deixar de mencionar a importancia do trabalho de
Arquimedes de Siracusa (287- 212 a.C.) no desenvolvimento do conceito de funcao.
Arquimedes foi um dos primeiros matematicos a estudar a relacdo de dependéncia entre
grandezas diferentes, desenvolvendo importantes trabalhos na area da hidrostatica e mecanica,

sendo considerado por este fato o criador fisica-matematica.

Arquimedes, ao desenvolver trabalhos com areas e volumes, se utilizou de um método
onde buscava aproximar a quantidade desejada (area ou volume) através de somas de series ou
sequéncias, denominado método da exaustdo, hoje aceito como o percussor do método da
integracdo. Um exemplo da aplicagdo de tal método, segundo Boyer (1992, p.29) se refere a
aproximacao da area do circulo comparando com a area de poligonos regulares inscritos e

circunscritos.

O trabalho de Claudio Ptolomeu (século II d.C) tem também algo que podemos
mencionar como a ideia embrionaria de fungdo inversa. Em sua obra O Almagesto Ptolomeu

descreve uma tabela onde apresenta as cordas dos arcos de /2° a 180°.

Essas cordas sdo, na verdade os ancestrais mais remotos de nossos senos. Como
Ptolomeu usou também sua tdbua em sentido contrario, para achar, por exemplo, o
arco de uma dada corda, ¢ plausivel dizer que a ideia de fung@o inversa também esta
presente em sua obra (Domingues e lezzi, 1939, p.92).

Na Idade Média, podemos destacar o trabalho de Nicole Oresme (1323-1382), onde
através do estudo do movimento uniformemente variado (velocidade variavel) apresenta aquilo

que hoje denominamos de grafico de uma func¢do. Neste sentido Boyer (1974) nos diz que:

Tudo que ¢ mensuravel escreveu Oresme, ¢ imaginavel na forma de quantidade
continua; por isso ele tragou um grafico velocidade-tempo para um corpo que se
locomove com aceleragdo constante. Ao longo de uma reta horizontal ele marcou
pontos representando instantes de tempo (ou longitudes), e para cada instante ele
tracou perpendicularmente a reta de longitudes um segmento de reta (latitudes) cujo
comprimento representava a velocidade. As extremidades destes segmentos, ele
percebeu, jazem ao longo de uma reta; e se 0 movimento uniformemente acelerado
parte do repouso, a totalidades dos segmentos velocidades (que chamamos ordenadas)
preenchera um triangulo retangulo (Boyer, 1974, p.192).

A Figura 2, disponivel em Boyer (1992), mostra aquilo que seria o primeiro tragado

grafico de relagdo entre grandezas, ou seja, o primeiro grafico de uma fun¢do matematica:
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Figura 2- Griafico Velocidade - Tempo, segundo Oresme

<

.--"'r_
—
.--""'-—

Fonte: Boyer, 1992.

No grafico acima, um movel parte do repouso do tempo A até B (espaco de tempo),
sendo a medida do segmento BC a sua velocidade final. Entdo, a medida do segmento DE
representa a velocidade média do movel no percurso. Oresme percebeu que se outro movel
partisse com velocidade constante igual a DE, durante o mesmo espaco de tempo, percorreria
a mesma distancia que o primeiro. Veja que ao tracar graficos da relacao entre velocidade —
tempo, Nicole Oresme contribui de forma significativa para analise da relagdo entre grandezas
diferentes, ou seja, na evolug¢do no estudo de fungdes. No entanto, o conceito de fun¢do nao

teve muito avango no periodo medieval, conforme nos afirma Domingues e lezzi (1939):
No periodo medieval ndo se verificaram avangos significativos na formacdo do
conceito de funcdo, de um lado porque a algebra literal, fundamental para explorar
esse conceito, so seria criada no final do século XVI. De outro, porque a ciéncia ainda
elegera a descri¢dao quantitativa dos fendmenos como meta, o que s6 aconteceria no
renascimento, gragas principalmente a Galileu Galilei (1564-1642). Portanto, ndo sem

motivos ha historiadores que atribuem a esse sabio, a criagao do conceito de fungdo
(Domingues e lezzi, 1939, p.93).

No século XVI, os estudos do matematico Frangois Viete (1540-1603) vém alavancar a
insipiente Algebra da época. Até entdo, quase inexiste a simbologia de representagdo de
variaveis e incognitas, o que vinha surgir com o trabalho deste matematico, intitulado /n Artem.

Segundo Maciel (2011):

[...] neste texto, o francés introduziu a pratica de se utilizarem vogais para representar
incognitas e consoantes para a representagdo de valores constantes. [...] Assim o que
se indica hoje por x, x? e x* era expresso por Vieté por A, A gradratum, A cubum
(Maciel, 2011, p.13).

Ainda no século XVI, temos na Italia, a figura de Galileu Galilei (1564-1642), que
rompe com as ideias aristotélicas e sua visdo dos fendomenos naturais. Segundo Oliveira (1997)

Galileu contribui grandemente com o desenvolvimento do conceito de funcdo, uma vez que
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introduziu o quantitativo nas relacdes graficas, dados obtidos através do seu método

experimental.

Foi sua obstina¢do em encontrar os resultados ¢ as relagdes que proviessem mais da
experiéncia do que apenas do pensamento que contribuiu para a evolu¢ao da nogao de
func¢do. Isto representa uma grande diferenca em relagdo a Oresme, para quem a teoria
pura, isenta da experiéncia, era suficiente [...]. Assim, diferentemente de oresme, seus
graficos, apesar de as vezes muito parecidos, resultam da experiéncia e da medida. As
associagdes de causa e efeito sdo expressas de forma quantitativa, verificaveis e
verificadas (Oliveira, 1997, p.17).

Galileu focou seu trabalho nos estudos do movimento, sendo que em uma de suas obras
(Dialogo sobre duas novas ciéncias, 1638) encontra-se a seguinte lei: “Os espagos percorridos
por um corpo que sai do repouso em movimento uniformemente acelerado estdao entre si como

2
os quadrados dos tempos para percorré-los”. Essa lei era expressa pela igualdade >~ = ! ,onde
s, 42

S ¢ §7 representam o espago percorrido nos respectivos tempos Let 1 - No entanto, como
Galileu ignorava a simbologia algébrica (Domingues e lezzi, op,cit, p.94) somente depois que

. . . . S
esta lei passou a ser expressa pela forma hoje conhecida, ou seja, § = kt? , onde k= t—lz
1

Podemos afirmar que o espago, segundo a linguagem usual, ¢ fun¢do do tempo e escrever

s(t) = kt>.

Por sua vez, no século XVII, temos as figuras do Matematico René Descartes (1596-
1650) que desenvolveu a base do que hoje conhecemos como Geometria Analitica. Descartes
em seu Discurso do Método apresenta aquilo que seria um avango, uma ruptura em relagao a
geometria grega, ja que retas e curvas poderiam ser construidas a partir de entes algébricos, sem

os instrumentos sagrados dos gregos, ou seja, régua e compasso. Segundo Rossini (2006):

Descartes foi o primeiro a sustentar a ideia de que uma equagdo em x € y ¢ um meio
para introduzir uma dependéncia entre quantidades varidveis de maneira a permitir o

calculo dos valores de uma delas em correspondéncia aos valores dados pela outra.
(ROSSINI, 2006, p.02-03)

Pode-se afirmar entdo que com Descartes surge a ideia de representacdo algébrica de
dependéncia entre duas quantidades varidveis. Deve-se também a Descartes a introdug¢do do
uso das letras iniciais do alfabeto para representar parametros e ultimas para designar

incognitas, fato que se perpetuou na matematica (Boyer, 1974, p.248).
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Temos ainda no século XVII, as figuras do inglés sir Issac Newton (1642-1727) e do

alemao Gottefried Wilhem Leibniz (1646-1716) que também apresentaram suas contribui¢des

ao desenvolvimento do conceito de fun¢do. Newton criou alguns conceitos importantes aos

estudos futuros e ao desenvolvimento do conceito de fun¢do. Segundo Eves (2004):

[...] sendo o primeiro matematico a mostrar que uma funcao poderia ser descrita como
uma série de poténcias foi ele quem introduziu o termo “variavel independente”. O
matematico inglés criou o chamado método dos fluxos, no qual uma curva era gerada
pelo movimento continuo de um ponto. Feita essa suposi¢do, a abscissa ¢ a ordenada
de um ponto gerador passam a ser quantidades variaveis, que recebiam o nome de
fluente e taxa de variacdo do fluxo (EVES, 2004, p.439)

Por sua vez Leibniz introduziu os termos constantes, variavel e pardmetros. Também

foi este matematico quem empregou o termo fung¢do pela primeira vez para designar valores

em um ponto de uma curva. Apesar de terem estudados diversas relagcdes funcionais, Newton e

Leibniz nao explicitaram o conceito de fun¢ao em suas obras. Neste sentido, Roque (2012) nos

afirma que:

A falta de um termo geral para exprimir quantidades arbitrarias, que dependem de
outra quantidade variavel, motivou a defini¢do de fungdo, expressa pela primeira vez
em uma correspondéncia entre Leibniz e Johann Bernoulli. No final do século XVII,
Bernoulli ja empregava essa palavra relacionando-a indiretamente a “quantidades
formadas a partir de quantidades indeterminadas e¢ constantes”. Tal concepgdo € a
mesma que temos em mente quando associamos uma fungao a expressao f(x) =x + 2,
por exemplo. Temos ai uma quantidade indeterminada x, que ¢ suposta variavel, e
uma constante, no caso, 2. (ROQUE, 2012, p.338)

Somente alguns anos apos, ¢ que Johann Bernoulli (1667-1748), em um artigo

direcionado a Academia de Ciéncias de Paris apresenta uma defini¢do formal para o conceito

de funcao:

Definicdo. Chamamos fungdo de uma grandeza variavel uma quantidade composta,
de um modo qualquer, desta grandeza variavel e de constantes. (ROQUE, 2012,
p.338)

Ainda neste artigo, segundo Roque (op.cit), Bernoulli apresenta a simbologia para a

caracterizagdo de uma fun¢do (nomear uma fungio), onde 0 mesmo usa a letra grega @ (phi)

sem os parénteses hoje utilizados, ou seja, @Xrepresentava uma fun¢do na variavel X. No

entanto, segundo Boyer (1974, p.326) deve-se a Euler a mais importante de todas as notagdes,

ade f(x) para representar uma fungio de X . Outro fato, uma das obras mais importantes de

Euler “Introduction in analysin infinitorum” (Introducao a andlise infinita), que alicer¢a todo o
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estudo matemadtica, na segunda metade do século XVIII, que torna o conceito de funcao
fundamental para o estudo da analise. Logo no inicio do volume 01 desta obra, Euler apresenta

uma defini¢do para fungao:

Uma fungdo de uma quantidade variavel ¢ uma expressdo analitica composta de um
modo qualquer dessa quantidade de numeros, ou de quantidades constantes. (ROQUE,
2012, p.339).

Na idade contemporanea, o conceito de fungdo como até entdo era aceito, passa a ser
visto segundo um fendmeno fisico: a propagacao do calor. Surge neste contexto o matematico
francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), que, segundo Boyer (1974, p.210)
apresentou papel fundamental na discussao do conceito de fungdo. O trabalho de Fourier
consistia basicamente em determinar como o calor se propaga em uma chapa sélida, dadas
certas condigdes iniciais. A necessidade de ajustar dados para obter a solu¢do do problema,
Fourier cria a possibilidade de definir uma funcao somente em um intervalo a través de uma

série numérica: as séries de Fourier.

Ao fornecer a solugdo de um problema considerando somente um intervalo, ou definir
uma fun¢do somente em um intervalo, Fourier apresentava um recurso inovador em
relagdo a definicdo da funcdo pela sua expressdo analitica. Nesse caso, uma func¢do
era determinada automaticamente se a expressdo analitica estivesse bem estabelecida.
Nao era necessario prestar atengdo ao dominio de definicdo da fungdo; alids, sequer
existia essa nogdo de dominio. Essa e outras definigdes desse tipo, que nos sdo
bastante familiares, comegaram a aparecer nesse momento, mas s6 se desenvolverdo
com o estudo dos conjuntos numéricos. (ROQUE, 2012, p.358)

Em sua obra Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica do calor-1822) Fourier

apresenta uma defini¢do mais geral do termo “func¢ao”:

Em geral, a fungdo fx representa uma sucessao de valores, ou ordenadas, os quais cada
um ¢ arbitrario. Uma infinidade de valores sendo atribuidos a abscissa x, existe um
namero igual de ordenadas fx. Todas tém valores numéricos atuais, ou positivos, ou
negativos, ou nulos. Ndo se supde que essas ordenadas estejam sujeitas a uma lei
comum; elas se sucedem uma a outra de um modo qualquer, e cada uma delas é dada
como se fosse uma unica quantidade. (ROQUE, 2012, p.359).

Dirichlet foi um dos primeiros a reconhecer que nem toda fun¢do pode ser expressa
por uma série de Fourier, e seu trabalho ¢ fundamental para a defini¢do de fun¢do como hoje a
conhecemos. A defini¢do de Direchlet estd bem proxima daquela atualmente fundamentada na
teoria dos conjuntos e de nimeros reais, no entanto, segundo Boyer (1974, p.405), esses dois

conceitos ainda ndo estavam estabelecidos a época. No estudo da completude dos nimeros
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reais, através de Georg Cantor (1845-1918) e Richard Dedekind (1831-1916), surge a ideia de
relagdo biunivoca entre elementos de conjuntos distintos, surgindo neste contexto a ideia de

fun¢do como uma correspondéncia entre dois conjuntos numéricos.
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3 A DEFINICAO DE FUNCAO VIA TEORIA DOS CONJUNTOS

A teoria dos conjuntos desenvolvida por George Cantor (1845 — 1918), traz a
fundamenta¢@o necessaria para a construgdo do conceito de fungdo como hoje a conhecemos.
Segundo Roque (2012), em 1939, um grupo de estudiosos franceses, autointitulados Bourbaki,

apresentam a definicado moderna de fungao:

Sejam E e F dois conjuntos, que podem ser distintos ou ndo. Uma relagdo entre um
elemento variavel x de £ e um elemento variavel y de F' ¢ dita uma relagdo funcional
se, para todo x pertencente a E, existe um Unico y pertencente a F’ que possui a relagdo
dada com x. Damos o nome fun¢do a operagdo que associa, desse modo, a todo
elemento x pertencente a E, o elemento y pertencente a F' que possui a relacdo dada
com x; y sera dito o valor da fungdo no elemento x. (ROQUE, 2012, p.428).

No entanto, essa defini¢do sera reformulada ¢ funcdo serda redefinida como um
subconjunto do produto cartesiano E x F, passando a ser vista como um conjunto de pares
ordenados da forma (X,y), onde x pertence a E e y pertence a F. Neste contexto x deixa de ser
visto como uma grandeza variavel e passa a ser olhado como um elemento variando dentro de
um conjunto numérico estabelecido. Em 1939, segundo Roque (2012, p.428), o grupo Bourbaki
elabora o conceito que até hoje perdura sobre fun¢do: “Uma fungdo ¢ uma tripla ordenada (X,
Y, f), onde X e Y sdo conjuntos e f' ¢ um subconjunto de X x Y, tal que se (x,y)€ fe (x,y)€ f
entdo y =y’ ”. Esta defini¢do caracteriza fun¢do segundo a ideia de pares ordenados, perdendo
assim a visao dinamica ao qual o conceito fora concebido. Neste sentido Roque (2012), afirma

que:

A definicao formal de funcdo, que aprendemos na escola, segue o padrdo bourbakista,
o que provoca uma dificuldade de conciliagdo em relag@o aos exemplos de fungdo que
sdo efetivamente estudados. E dificil associar a nogdo dindmica de fungdo, que
aparece em situacdes fisicas, a defini¢do formal, de natureza estatica. (ROQUE, 2012,
p.429).

A definicdo abaixo foi extraida do livro “A matematica do Ensino Médio, volume 01”
da Colecdo do Professor de Matematica, publicado em 2006 pela Sociedade Brasileira de
matematica — SBM; seus autores sdo professores brasileiros com profundos conhecimentos na
area e com trabalhos voltados para o aperfeigoamento e formagdo continuada de professores de

matematica.
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Dados os conjuntos X, Y, uma fungdo f: X— Y (1&-se: “uma fungdo de X e Y”) é uma
regra (ou conjunto de instru¢des) que diz como associar a cada elemento x € X um
elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-se o dominio e Y e o contradominio da
fungdo f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se imagem de x pela fungao f,
ou valor assumido pela fun¢do fno ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para indicar que
ftransforma (ou leva) x em f(x). (LIMA, et al., 2006, p. 38).

Esta definicdo fundamenta-se na no¢ao de relagdo entre elementos de dois conjuntos
distintos ou ndo, estabelecida através de uma regra ou lei de formagao, onde cada elemento x
do dominio da fun¢do (conjunto X) se relaciona de forma unica com um elemento y do

contradominio (conjunto Y). Vamos exemplificar:

e Sejaf:Z — Z,uma fungéo tal que f(x) = 2x. Para esta fungdo, temos:
Dominio de f = Dom(f) = Z
Contradominiode f = CD(f) =Z

Regra ou lei de formagdo — f(x) = 2x

Figura 3- Relaciio entre conjuntos

Z Z

Fonte: autor (2022)

Pelo diagrama na Figura 3, podemos perceber que o conjunto imagem da func¢ao ¢ um
subconjunto do contradominio formado pelos nimeros inteiros pares. Observe que para todo
elemento do dominio existira um Unico elemento no contradominio e que para xq,x, € D(f),

sendo x; # x, — f(xq) # f(x;). Neste caso dizemos que a fungdo f ¢ injetora.

e Seja X o conjunto dos triangulos do plano 3 com as medidas dos lados representados com
nimeros racionais positivos ¢ Q% o conjunto dos numeros racionais estritamente positivos.
Se a cada elemento x € X associarmos um numero y = f(x) € Q%, onde y representa o

perimetro do tridngulo X, teremos uma fungdo f:X — Q}. Note que, para elementos
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distintos de X, neste caso, podera haver uma imagem comum, pois tridngulos distintos
poderdo apresentar perimetros semelhantes. Por exemplo, para os tridngulos x; € x,, tais
que x4 € o tridngulo equilatero de lado 4 e x, ¢ o tridngulo pitagorico de lados 3, 4 e 5,
temos que f(x;) = f(x,) = 12. Note que para todos os elementos de Q% existird um ou
mais tridngulo correspondente em X, neste caso, o conjunto imagem da fungdo € o proprio
contradominio, ou seja, Im(f) = CD(f).Nesta situa¢do, dizemos que a fungdo fé

sobrejetora.

Figura 4 - Representacio em diagramas da funcéo f: X — Q3

X Q

\ _[—

Fonte: autor (2022)

. . 1 128 16 2 3 64 8
e Consideremos agora a fung¢do f:A — B, onde A = {—,—,—,—,—,—,—,1} e B =
27243°27°374’81°9

{36, %, %, 48,54, %, 64,72}. A fun¢do f é denominada fungdo comprimento da nota

musical da escala pitagérica, definida por f(x) = 72x. Abaixo temos a representagdo em

diagramas de tal funcao:,
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Figura 5 - Representacio em diagramas da funcio f:A—B

Fonte: autor (2022)

Observe que para cada elemento do dominio existe uma imagem correspondente e
diferente da imagem de qualquer outro elemento de A e que o conjunto imagem envolve todos
os elementos do contradominio, ou seja, a fungdo f ¢ injetora e sobrejetora. A esse tipo de
funcdo, chamamos de fung¢éo bijetora.

Os trés exemplos anteriores ilustram a definicao formal de funcdo através da relagao
entre elementos de dois conjuntos, relagdo estabelecida através de uma lei de formagdo ou
regra. Como dito anteriormente, essa forma de definir fungdo, estabelecida pelo grupo
Bourbaky no inicio do século XX, tem forte predomindncia no contexto escolar e dos livros

didaticos, apontando para uma valorizacdo da abstracdo e formalismo matematico.

No entanto, percebe-se que essa forma definir funcdo utiliza somente a relagdo entre
elementos de conjuntos distintos ou nao, a partir das condi¢des impostas para que haja a
correspondéncia entre os elementos, ndo caracterizando fungdo como um subconjunto de pares

ordenados de um produto cartesiano.

A seguir, mostraremos a definicdo de funcdo apresentada no livro “Fundamentos da
Matematica Elementar — Vol. 01 — Conjuntos, Fun¢des”, dos autores Gelson Ilezzi e Carlos
Murakami. Observe que a defini¢ao apresentada se fundamenta na nog¢ao de pares ordenados,
apresentando o conceito de fungdo a partir da relagdo entre elementos de dois conjuntos
numéricos A e B, subconjuntos de R (conjunto dos nimeros reais), sendo a fun¢do um caso

particular destas relagdes. Vejamos:
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“Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma rela¢do f de A em B recebe o nome de
aplicagdo de A em B ou fun¢do definida em A com imagens em B se, e somente se,
paratodo x € A existeumsoy € B tal que (x,y) € f.”(Iezzi e Murakami, 2013, p.81)

A defini¢ao anterior ndo estabelece a necessidade de uma lei de formagao ou regra,
utiliza somente a ideia de relagdo entre elementos x € A com um elementos y € B, apontando

os critérios para que o par ordenado (x,y) seja um ponto pertencente a fungao:

1) Todos os elementos de A tém imagem em B

i1) Um elemento x € A ndo pode ter mais de uma imagem em B.

Vejamos alguns exemplos:
e Dados os conjuntos A ={1,2,3} ¢ B ={0,1} a relagdo f apresentada no diagrama

abaixo ¢ uma funcao de A em B?

Figura 06: Relagdo f entre os conjuntos A ¢ B

Figura 6 - Relacéo f entre os conjuntos A e B

A B

\ =

Fonte: autor (2022)

Observe que os critérios 1) em ii) sdo atendidos na relagdo, portanto a relagdo entre os

elementos dos conjuntos representa uma funcdo de A em B. Em pares ordenados, temos: f =

{(1,0), (2,00, B1)}.
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e Dada arelagio f, entre os conjuntos A e B, tal que f = {(1,0), (1,1), (2,0), (3,1)}, essa

relacdo representa uma fungao de A em B?

Figura 7 - Relagao f entre os conjuntos A e B

A B
f

=

Fonte: autor (2022)

Note que o critério 1) ¢ atendido, pois todos os elementos de A tem imagem em B; no
entanto, hd o elemento 1 € A que possui duas imagens distintas em B, nao atendendo assim o

critério ii), portanto a relagdo f ndo representa uma funciao de A em B.
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4 ANOCAO INTUITIVA DE FUNCAO

A relacao de dependéncia entre diferentes grandezas esta presente nas mais diferentes
formas no cotidiano. Explorar essas relagcdes de modo a construir intuitivamente o conceito de
fun¢do, certamente fard com que o educando assimile os conceitos envolvidos através de uma
aprendizagem mais significativa. Refor¢ando o fato de nao defender a exclusdo do ensino
formal dos conceitos matematicos, at¢ mesmo porque, enquanto ciéncia, se faz necessario tal
constru¢do; mas, buscando responder o famoso questionamento “para que serve isso? ” E,
principalmente, buscando desmitificar o ensino da matematica, propomos aqui apresentar uma
possibilidade da construgdo significativa do conceito de fungdo, através de atividades
investigativas, de modelagem e resolucdo de problemas, de modo que, quando necessario, a
formalizag¢ao do conceito matematico de fungao, dentro de uma visao cientifica da matematica,
ocorra sem apresentar traumas ao estudante, permitindo uma melhor compreensao e abstragao

do conceito.

Neste ponto, nos amparamos nas concepgdes de conceito imagem e conceito defini¢dao
defendidos pelos pesquisadores Tall e Vinner (1981), segundo os quais, a familiariza¢ao
anterior a definicdo formal de um conceito matematico (imagem conceitual), contribui
significativamente para a construcao e abstragdo do conceito defini¢ao do referido objeto.

Neste sentido, Lopes (2017) nos ensina que:

O termo conceito de imagem descreve, entdo, uma estrutura cognitiva total associada
ao conceito (matematico). Essa estrutura total representa o conjunto de todas as
imagens, propriedades e ou processos que alguma vez, na mente do individuo, foram
associadas ao conceito. Dai pode-se perceber que a medida que o individuo tem novas
experiéncias ao longo do tempo, referentes a um conceito, essas imagens vdo sendo
enriquecidas e dessa forma ocorre certa ampliagdo do conceito de imagem (Lopes,
2017, p.06).

Assim, em relagdo a construcao formal do conceito de funcdo, ¢ necessario, a priori, o
contato do educando com atividades diversas que subsidiem intuitivamente a elaboragao de tal

conceito.

A construgdo intuitiva do conceito de fungdo ocorrera quando o educador matematico
propuser atividades que valorizem a contextualizagdo, através da exploragdo de situagdes em

que a relacdo de dependéncia e variacao entre grandezas possibilitem a interagdo entre o objeto
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de conhecimento, sejam através de analise da dependéncia entre dados em tabelas, graficos e

observacdo de padroes.

Podemos exemplificar essa construgdo intuitiva do conceito de fungdo através da

seguinte atividade investigativa:

Producao de Residuos Sélidos Urbanos (RSU) no Brasil: Entre 2010 e 2019, a geracao de
RSU no Brasil registrou consideravel incremento, passando de 67 milhdes para 79 milhdes de
tonelada por ano. Por sua vez, a geragdo per capita aumentou de 348 kg/ano para 379 kg/ano,
conforme nos mostram os graficos abaixo, disponiveis no Panorama dos Residuos Sélidos no
Brasil — 2020, produzidos pela ABRELPE — Associagdo Brasileira de Empresas de Limpeza

Publica e Residuos Especiais.

Grifico 1- Geracio de RSU no Brasil - 2010 - 2019

Geracao total (t/ano) Geragao per capita (kg/hab/ano)

200 - w200 .

Fonte: Panorama dos Residuos So6lidos no Brasil — 2020. Disponivel em:  https://abrelpe.org.br/panorama-2020/.
Acessado em 20/07/2022.

Como auxiliar a constru¢ao do conceito de funcao, através da exploragdo do Grafico 1?

A produgdo de lixo per capita anual pode ser o ponto de partida para que o educando
construa o conceito de funcdo linear. A abordagem investigativa dependerd daquilo que o
professor definir como objetivo da tarefa, podendo partir da producdo de lixo familiar em um
més, até a produgao de lixo anual da comunidade, do municipio. O importante € que o educando
ao investigar essas situagoes, percebera a relagdo direta entre o valor per capita da produgdo de

lixo anual e o nimero de pessoas envolvidas (grupo familiar, comunidade ou municipio). Pelos


https://abrelpe.org.br/panorama-2020/
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dados do grafico, sendo p a populacdo envolvida na investigacdo e Q a quantidade de lixo
produzida em um ano (em toneladas), espera-se que os alunos percebam que p ¢ Q se
relacionam pela lei: Q(p)=379p .

No Grafico 2, temos a producdo anual por regido do pais, podendo ser explorado

também como descrito anteriormente.

Grifico 2- Comparativo da geracdo de RSU - Residuos Sélidos Urbanos no Brasil, por regiao, 2010 - 2019.

Geracao total (t/ano) Geracao per capita (kg/hab/ano)
@ 5866645 . :22.7
N w0087 — §%

2019 5815180 2019 3614

39442995 4497

S :ocs00 O 0
S 17397725 O 3246

2010 5.076 055 2010 3453

32.652500 4035

@ 7240 O ¢ ¢
. Norte . Nordeste Centro-oeste Sudeste . Sul

Fonte: Panorama dos Residuos So6lidos no Brasil — 2020. Disponivel em: https://abrelpe.org.br/panorama-
2020/. Acessado em 20/07/2022.
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5 A INVESTIGACAO NA EDUCACAO MATEMATICA

Analisando etimologicamente a palavra investigar, podemos estabelecer uma relagdo
clara com o objetivo desta metodologia em sala de aula de matematica: investigar, do latim
investigare, compoe-se do préfixo in (em) e vestigare (seguir a pista, ir atrds). Bastos (2016,
p.183) define investigar como sendo o processo de “indagar, inquerir, pesquisar”’. Segundo as
defini¢des expostas, percebe-se que o ato de investigar esta diretamente relacionado a busca de
informagdes, significados e constru¢do de conceitos em torno de um tema ou problema

estabelecido.

A investigacao em sala de aula ndo estd relacionada somente a educagao matematica,
pelo contrario, aulas investigativas sempre foram utilizadas no processo de ensino e
aprendizagem. No entanto, tal metodologia de ensino, em sua maior parte, foi exercida por
professores ligados as areas de ciéncias da natureza (biologia, quimica e fisica). O
acompanhamento do processo de crescimento de uma planta, desde a semente até a germinagao

€ um processo experimental muito comum nas aulas de ciéncias no ensino fundamental.

Acompanhar o crescimento de uma planta em um ambiente natural e o de outra planta
em uma camara escura, pode levar o aluno a perceber a importancia da luz para o processo de
fotossintese e, consequentemente, para o crescimento da planta. No entanto, para que a referida
atividade seja definida como uma atividade investigativa € necessario que o professor
estabeleca alguns critérios e etapas que irdo caracterizar o experimento como um processo

investigativo.

Na educagdo matematica o processo investigativo também deve ser planejado e
estruturado afim de que o educando possa realmente produzir conhecimentos matematicos e

ndo somente repetir procedimentos orientados pelo professor.

5.1 INVESTIGAR EM SALA DE AULA DE MATEMATICA

Uma investigacdo matematica ocorre quando o professor possibilita ao educando
atividades que o coloque no centro do processo de constru¢do do conhecimento, de forma ativa,

oportunizando o fazer matematico ao invés da recep¢ao do conteido matematico. Para Ponte
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(2003, p.23) a investigagdo matematica em sala de aula, aproxima o aluno da realidade do
pesquisador matematico e da matematica enquanto ciéncia, dando significado para os objetos e

os conceitos desenvolvidos e absorvidos durante a atividade, uma vez que:

O aluno ¢ chamado a agir como um matematico, ndo s6 na formulagdo de questdes e
conjecturas e na realizagdo de provas e refutagcdes, mas também na apresentagdo de
resultados e na discussdo e argumentacdo com os seus colegas e o professor (PONTE;
BROCADO; OLIVEIRA, 2003, p. 23).

O desenvolvimento de uma atividade investigativa, segundo Ponte et al (op.cit. pg.25)
enquanto metodologia de ensino da matematica, deve ser elaborada de modo a contemplar as

etapas seguintes:

e Apresentacio da atividade a turma — Introducio da tarefa:

O professor ird introduzir a tarefa investigativa, através de um problema ou um tema
especifico a ser investigado. Nesta etapa o professor devera deixar claro o objetivo da
investigacdo, de modo que os alunos saibam onde se pretende chegar, e preparar o ambiente de
modo que se crie um cendrio favoravel ao processo de investigagdo. Skovsmose (2008, p.21)
propde os cenarios para investigagdo como um conjunto de circunstancias que o professor ira
criar de modo a suscitar o interesse € a participagdo do aluno no desenvolvimento da

investigacao proposta. Dessa forma, esse pesquisador propde que:

Um cendrio para investigacdo € aquele que convida os alunos a formular questdes e a
procurar explicagdes. O convite ¢ simbolizado por seus “Sim, o que acontece se...?”.
Dessa forma, os alunos se envolvem no processo de exploragdo. O “Por que isto?” do
professor representa um desafio, € os “Sim, por que isto...?” dos alunos indicam que

eles estdo encarando o desafio e que estdo em busca de explica¢des. (Skovsmose,
2008, p.21)

Por sua vez, Ponte, Brocardo e Oliveira (2013) consideram essencial que no arranque

da atividade investigativa.

[...] os alunos se sintam motivados para a atividade a realizar. O professor tem um
papel muito importante [...] procurando criar um ambiente adequado ao trabalho
investigativo. Por outro lado, o professor deve dar uma atengdo cuidadosa a propria
tarefa, escolhendo questdes ou situagdes iniciais que, potencialmente, constituam um
verdadeiro desafio aos alunos (p. 47).

e Execucdo da atividade Investigativa: Nesta etapa ocorre de fato o processo
investigativo. O professor, atuando como um mediador, devera acompanhar a
investigacdo desenvolvida pelos educandos, de modo a garantir que 0s mesmos

caminhem com mais seguranca em busca dos objetivos propostos. Para Ponte et al
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(2013, p.20) essa etapa da investigacdo matematica envolve quatro momentos distintos,

que destacamos na Tabela 1: Momentos na Realizacdo de uma investigagao quadro

abaixo:
Tabela 1: Momentos na Realizacio de uma investigaciio
Exploragdo e formulagdo de questdes e Reconhecer uma situacao
problematica
e Explorar a situagdo problematica
e Formular questdes
Conjecturas e Organizar dados
e Formular conjecturas (e fazer
afirmagdes sobre uma conjectura)
Testes e reformulacao e Realizar testes
e Refinar uma conjectura
Justificagdo e avaliacao e Justificar uma conjectura
e Avaliar o raciocinio ou o
resultado do raciocinio

Fonte: Ponte et al (2013,p.21)

No decorrer da investigagdo o professor devera acompanhar cada etapa, interagindo com
alunos/investigadores num processo dialdgico, podendo sugerir de forma indireta, através de
questionamentos, caminhos que norteiem os alunos durante a atividade, de modo que os
mesmos se sintam amparados e seguros a desenvolver hipoteses e tecer conjecturas. Neste

sentido, Ponte, Brocardo e Oliveira (2013), nos ensinam que:

Na conducdo da aula, o professor tem de estar atento a aspectos caracteristicos do
processo investigativo, bem como a outros de natureza mais geral. O apoio a conceder
pelo professor assume varias formas: colocar questdes mais ou menos diretas,
fornecer ou recordar informagdes relevantes, fazer sinteses e promover a reflexdo dos
alunos. Numa aula com investigagdes o professor deve, sem duvida, privilegiar uma
postura interrogativa. As questdes que coloca podem, no entanto, assumir diversas
formas e ter objetivos diversos. Muitas vezes, a intengdo do professor ao colocar uma
questdo ¢, simplesmente, a de clarificar ideias, quer para sua propria compreensao,
quer para de toda turma (p.52).

Para o desenvolvimento da investigagdo sugere-se o trabalho em pequenos grupos, o
que subsidiara a discussao de hipdteses a partir de diferentes interpretagdes. O primeiro contato

com aquilo que se pretende investigar deve ser num sentido de explorar e formular questdes,
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dando a oportunidade aos alunos interagirem entre si e sobre o objeto de investigagdo. Essa
primeira agdo investigativa ¢ essencial para o éxito do trabalho, uma vez que possibilitard aos
educandos o refinamento de hipdteses, surgindo dai conjecturas que deverao ser exploradas,

testadas e justificadas.

e Discussao dos resultados: A analise e discussdao daquilo que foi produzindo ¢ também
uma fase crucial no processo investigativo, haja visto que nesta etapa ocorrerd a
socializacdao e formalizacao dos conceitos matematicos desenvolvidos no decorrer da
investigagdo. E o momento em que os alunos exercitaram a capacidade de argumentagio
matematica e de reflexdo sobre suas a¢des no decorrer da investigacdo. Para Ponte et al

(2013), este momento ¢ de suma importancia para o €xito do trabalho, uma vez que:

Os alunos podem pdér em confronto suas estratégias, conjecturas e justificagdes,
cabendo ao professor desempenhar o papel de moderador. O professor deve garantir
que sejam comunicados os resultados e os processos mais significativos da
investigagdo realizada e estimular os alunos a questionarem-se mutuamente. Essa fase
deve permitir também uma sistematizagao das principais ideias e uma reflexdo sobre
o trabalho realizado (Ponte et al, 2013, p.41).

5.2 INVESTIGANDO DEPENDENCIAS ENTRE GRANDEZAS

A seguir mostramos uma atividade onde ¢ explorado o conceito de fungdo através da
relacdo de dependéncia entre duas grandezas. Atividade idealizada para trabalhar com alunos
do ensino médio o desenvolvimento dos conceitos de fungcdo com dependéncia entre grandezas
diferentes.

e Atividade investigativa: Investigando a conta de 4gua e explorando a relagdo entre
grandezas.
e Objetivo da atividade: Perceber a relacdo de dependéncia entre diferentes grandezas e

relaciona-las através de um modelo matematico.

A Tabela 2 mostra as diferentes faixas de consumo de agua e o valor das respectivas

tarifas, cobradas pela Companhia de Agua e Esgoto do Amapa — CAESA.



Tabela 2- tarifas de dgua

Tarifas de Agua

Recidenclal - R1 40 328
___“___—“

Comerclal - C2 B81.60 o79
__—“———__

Industrial - 11 10 11,80 n18 na n8 na
_—m“___-_

Residencial Social 10 12,60
m------—_

Tarifade esgoto

Fonte: <https://caesa.portal.ap.gov.br/conteudo/servicos/tarifas> Acesso em:06/05/2022
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A partir da apresentagdo e analise da tabela 2, o professor devera introduzir e conduzir

fornecidos pela conta de 4gua, ajudara na percepcao das grandezas envolvidas na situacao.

o processo de investigagdo. O docente podera solicitar antecipadamente para que os alunos
tragam a conta de agua de sua residéncia, quando houver, explorando a anélise da mesma e

comparando com os dados da tabela. Esse processo de interacdo com os dados tabelados e os

A seguir, mostramos alguns questionamentos que podem ser aventados pelo professor

1- A tabela anterior relaciona duas grandezas. Quais sdo essas grandezas?

2- Essas grandezas apresentam uma relacdo de dependéncia entre si? Justifique.

no decorrer da investigagdo, como forma de intervengao, buscando nortear as agdes dos alunos:

3- Suponha que um consumidor Residencial — R1, consuma 8 m? de 4gua em um més.

Qual sera o valor da conta, em RS, a ser paga? E se o consumo for de 10m?3?

4- Construa uma tabela de dupla entrada que relacione o volume de 4gua consumida

(em m?®) e o valor da conta mensal (em RS$), para consumos no intervalo de 0 m* a

20 m3, com um incremento de 2 m>.

Resultado esperado pelo nosso aluno na Tabela 3:


https://caesa.portal.ap.gov.br/conteudo/servicos/tarifas
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Tabela 3 — consumo de dgua

VOLUME — () VALOR A PAGAR - (RS)

0 31,40

2 31,40

4 31,40

6 31,40

8 31,40

10 31,40

12 31,40 +2(3,28)= 37,96
14 31,40 + 4(3,28)= 44,52
16 31,40 + 6(3,28)= 51,08
18 31,40 + 8(3,28)= 57,64
20 31,40 + 10(3,28)= 64,20

Fonte: autor (2022)

5- De acordo com a Tabela 3 , em qual intervalo de consumo nao hé variagao na conta

de agua? O que isso significa?

6- E possivel estabelecer um modelo matemaético que relacione o valor a pagar (V) e
o volume de 4gua (x, em m?®), consumido por um consumidor Residencial — R1, no

intervalo de 0 m? a 20m?3 ?

Resultado esperado pelo aluno:

V= { 31,40 para,x < 10
~ (3,28x — 1,40 para,10 < x < 20
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6 A RESOLUCAO DE PROBLEMAS NA EDUCACAO MATEMATICA

6.1 ARESOLUCAO DE PROBLEMAS E A CONSTRUCAO DE CONCEITOS EM SALA
DE AULA

A resolucdo de problemas como metodologia do ensino da matematica oferece a
possibilidade de o aluno construir € compreender os conceitos matematicos a partir de
atividades em que o mesmo a explorem de forma ativa, buscando solugdo para uma situagao-
problema em que nao se tem um roteiro pré-estabelecido de resolucao. Nesta metodologia, o
ensino da matematica ndo tem como finalidade a aplicagdo do conhecimento adquirido na
resolucdo de problemas com um fim, mas a constru¢do do conhecimento no decorrer da
resolugdo de problemas, ou seja, o problema matematico ndo ¢ finalidade em si, porém, o meio
pelo qual professor e aluno irdo desenvolver a aula.

Neste sentido, Onuchic e Allevato (2011), reforcam o acima exposto, uma vez que,

segundo as pesquisadoras:

Nesta metodologia, os problemas sdo propostos aos alunos antes de lhes ter sido
apresentado formalmente o contetido matematico necessario ou mais apropriado a sua
resolugdo que, de acordo com o programa da disciplina para a série atendida, ¢é
pretendido pelo professor. Dessa forma, o ensino-aprendizagem de um tdpico
matematico comega com um problema [o problema gerador] que expressa aspectos-
chave desse topico e técnicas matematicas devem ser desenvolvidas na busca de
respostas razoaveis ao problema dado (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011, p. 85)

Ao adotar a metodologia da Resolugdo de Problemas em sala de aula, o papel do
professor, bem como o do aluno, muda significativamente quando comparados com aqueles
desenvolvidos nas aulas tradicionais; agora professor e aluno caminham juntos em busca de
solucdes, testando hipdteses e construindo estratégias a fim de alcangarem a solugdo para o

problema proposto, quando assim houver.
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6.2 O QUE E UM PROBLEMA MATEMATICO?

Nao ha uma definicdo expressa sobre o que vem a ser um problema matematico,

segundo o documento NCTM — Normas para o Curriculo e a Avaliagdo em Matematica Escolar

(Tradugdo portuguesa do original em inglé€s de 1989) um problema genuino é:

"uma situagdo em que, para o individuo ou para o grupo em questdo, uma ou mais
solugdes apropriadas precisam ainda de ser encontradas. A situagdo deve ser
suficientemente complicada para constituir um desafio, mas ndo tdo complexa que
surja como insoluavel (NCTM, 1991, p.11)"

Segundo George Pélya (1995, p.13), a resolucao de problemas inclui quatro etapas:

iii)

Compreensdo do problema: ¢ essencial o aluno entender o que esta sendo

proposto no problema, identificar os dados, as incdgnitas e objetivo.

Planejamento: com os dados, incdgnitas e o objetivo estabelecido, o
planejamento de como atacar o problema ¢ crucial para a resolugdo do mesmo.
Por exemplo, construir uma tabela para analisar a relacdo entre as variaveis pode

ser uma a¢do que ajudard a resolver o problema.

Execucdo do plano: nesta etapa serdo colocados em pratica o roteiro
estabelecido no planejamento, buscando a solu¢do do problema, o que pode ndo
ocorrer, levando, se necessario, a um replanejamento ou nova analise dos dados

do problema.

Verificacio dos resultados: apds a execucao do plano estabelecido é necessaria
uma analise criteriosa dos resultados alcancados, verificando se o objetivo
estabelecido foi alcancado e se, por exemplo, o0 método utilizado na resolucao

pode ser estendido para outros problemas correlatos.
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6.3 CONSTRUINDO O CONCEITO DE FUNCAO ATRAVES DA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS.

A seguir apresentamos uma proposta de resolucdo de problema, onde o conceito de
funcdo € explorado através da analise da relagdo entre o nimero de palitos necessarios para a
constru¢do de quadriculados. Esse problema aparece como uma questao proposta na prova da
OBMEP - 2022, nivel I, o qual adaptamos para este trabalho.

SITUACAO — PROBLEMA: Marcelo usa palitos para fazer quadriculados como na
figura. Para fazer um quadriculado 1 x 1, ele usa 4 palitos; para fazer um quadriculado 2 x 2 ele
usa 12 palitos, e assim por diante. Quantos palitos ele precisara para fazer um quadriculado 5 x

5? E um quadriculado n x n, onde n ¢ a medida do lado do quadrado maior?

Figura 8- Quadriculados com palitos

L. ] i e = i | 1 i
1 % 1 v '
= . " . . i

i [ |
3x3

Fonte: Prova da 1* fase da OBMEP/2022. Disponivel em: http://www.obmep.org.br/provas.htm.
Acessado em: 31/10/2022

Estabelecido o problema, a identificagdo das varidveis pode ser obtida através da
construgdo, com material concreto ou desenhando, dos quadriculados de lado 4 x 4 ¢ 5 x 5,
resolvendo, assim, a primeira parte do problema. No entanto, estd serd uma agao exclusiva dos
alunos e previamente estabelecida no planejamento de resolucdo. Nesta fase de resolugdo,
espera-se que os alunos identifiquem que o nimero de palitos, que chamaremos de P, para
construir um quadriculado qualquer, depende da medida n, do lado do quadrado, em palitos,
estabelecendo assim, uma relagdo de dependéncia entre essas variaveis.

Identificadas as variaveis, a segunda parte do problema serd resolvida quando for

determinada a forma como se relacionam as variaveis n e P. Para tanto, a partir da andlise sobre


http://www.obmep.org.br/provas.htm
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as figuras fornecidas e as construidas, espera-se que percebam que para uma quadriculado de
lado medindo n palitos, teremos n + 1 linhas horizontais com n palitos, totalizando n(n+1)
palitos na horizontal. De modo andlogo, obtém-se 0 mesmo numero de palitos na vertical.
Portanto, o numero total de palitos sera 2n.(n+1) = 2n?>+2n. Dessa forma, sendo P o numero de

palitos de um quadriculado de lado n, podemos estabelecer a seguinte fungao:

P(n) =2n?+2n,neN

Outra proposta de situacao problema: Na Figura 9, temos um personagem que eu mesmo
criei, chamado de Bigorrilho um avatar, cuja funcdo ¢ atrair a atencdo dos alunos para a
matematica tanto na pratica como na sua filosofia. O problema é: como fechar a boca e abrir
em seguida?

Figura 9 - Bigorrilho

Fonte: autor (2022)

Compreensao do problema:

- A boca esta na posi¢ao aberta para fecha-la, o maxilar inferior deve se movimentar até
encontrar o maxilar superior, se estd aberta, entdo existe o angulo de abertura entre os maxilares.

- O que ¢ que faz a boca fechar ¢ a forga aplicada no maxilar inferior pressionando o
mesmo até encontrar a parte de cima, este fendmeno ¢ observado em todos os mamiferos por
isso constante.

Plano A

Uma solugdo poderia ser introduzir na cabec¢a de Bigorrilho, um outro brinquedo que
executa o movimento com maxilar superior, entdo essa solucao sera refutada.

Plano B

Fazer um mecanismo que feche drasticamente e seja aberto com a aplicagdo de uma
forca no sentido de baixo para cima na direcao vertical.

Execu¢do do plano B foi concluido com sucesso!
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Verificagao:

O angulo entre os maxilares ¢ de 36° graus ao aplicar a for¢a havera o fechamento do
mesmo e o angulo quando a boca esta fechada ¢ zero, entdo o movimento de fechamento
depende da forga aplicada.

Resposta ao problema:

Vamos abstrair e focar em apenas dois itens que sdo: for¢ca e movimento.

F— Independente de Bigorrilho

M — Movimento depende da forga aplicada

Temos ai os elementos fundamentos para a definicdo de uma fungao.

E de facil verificagdo neste exemplo que a resolucao de problemas perpassa as fronteiras
da area de matematica e suas tecnologias e inclui areas de conhecimentos distintos como se
fosse uma soma vertical, todos de mesmo sentido € mesma direcdo em busca de uma tarefa

maior que € a solugdo do problema gerador.
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7 MODELAGEM MATEMATICA E EDUCACAO MATEMATICA

71 A MODELAGEM MATEMATICA COMO UMA ALTERNATIVA PARA A
CONSTRUCAO DE CONCEITOS

Assim como a investigacdo matematica, a modelagem matematica faz parte do cotidiano
do pesquisador matematico. O processo de modelagem matematica € tdo antigo quanto a propria

matematica. Segundo Biembengut e Hein (2013) a modelagem matematica:

[...] constitui um ramo proprio da Matematica que tenta traduzir situagdes reais para
uma linguagem matematica, para que por meio dela se possa melhor compreender,
prever e simular ou, ainda, mudar determinadas vias de acontecimentos, com
estratégias de acdo, nas mais variadas areas de conhecimento. (BIEMBENGUT E
HEIN, 2013, p.8)

Como metodologia de ensino e constru¢do do conhecimento, a modelagem matematica
¢ mais recente, tendo a partir do final do século XX, se destacado no meio académico como
uma possibilidade de contrapor o ensino tradicional da matematica, pautando-se na
aplicabilidade dos conhecimentos matematicos fora do ambito escolar. Nesse sentido, Almeida,

Silva e Vertuan (2013), nos informam que:

Uma particularidade no que se refere a inser¢do da Modelagem Matematica na
Educagdo Matematica reside justamente no fato de que a “origem” da Modelagem
Matematica ndo se deu no ambito da Educagdo Matematica. Ao contrario, o habitat
natural da Modelagem Matematica ¢ area que se convencionou chamar de matematica
aplicada, e no interior da qual surgiram os primeiros conceitos e procedimentos em
relag@o ao que caracteriza uma atividade de Modelagem Matematica (Almeida, Silva
e Vertuan, 2013, p.12).

Assim, podemos afirmar que modelagem matematica enquanto procedimento de
ensino/constru¢do/aprendizagem do conhecimento matematico se refere a atividades que,
visando buscar solu¢ao para uma situagdo - problema do cotidiano ou de outras areas do
conhecimento, lanca mao de ferramentas matematicas, buscando um modelo matematico
adequado. Neste sentido, Barbosa (2001), nos ensina que a modelagem matematica pode ser

vista como

[...] um ambiente de aprendizagem no qual os alunos sdo convidados a indagar e/ou
investigar, por meio da Matematica, situagdes oriundas de outras areas da realidade.
Essas se constituem como integrantes de outras disciplinas ou do dia-a-dia; os seus
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atributos e dados quantitativos existem em determinadas circunstancias. (BARBOSA,
2001, p.06)

Um modelo matematico pode ser visto como o resultado e a tradugdo para a linguagem
matematica de um fendmeno ou problema investigado matematicamente. Assim, um problema
pode ter como modelo um gréfico, uma tabela, uma equacdo algébrica, etc., dependendo do
nivel de matematica exigida e do contetido curricular que norteia o processo de modelagem. E

o que nos informam Biembengut e Hein (2013), ao afirmarem que:

A elaboragdo de um modelo depende do conhecimento matematico que se tem. Se o
conhecimento matematico restringe-se a uma matematica elementar, como a
aritmética e/ou medidas, o modelo pode ficar delimitado a esses conceitos. Tanto
maior o conhecimento matematico, maiores serdo as possibilidades de resolver
questdes que exijam uma matematica mais sofisticada. Porém, o valor do modelo néo
esta restrito a sofisticacdo matematica (Biembengut e Hein, 2013, p.12)

Em relagdo ao desenvolvimento de uma atividade de modelagem em sala de aula, Burak
(1998, p.06) sugere cinco etapas, abaixo descritas:

e Escolha do tema: deve surgir a partir das sugestdes dos educandos. A discussdo em
torno da importancia, da validade para a realidade a qual a comunidade escolar esta
inserida, ¢ de suma importancia para o significado do processo. No entanto, temas fora
da realidade social, econdmica e cultural dos alunos, podem ser explorados, como forma
de ampliar a realidade vivencial dos mesmos. Em relagdo a escolhe do tema, Bassanezi

(2012), orienta que, nesta etapa:

Faz-se um levantamento de possiveis situagdoes de estudo as quais devem ser,
preferencialmente, abrangentes para que possam propiciar questionamentos em varias
direcdes. Por exemplo, se o tema escolhido for vinho pode-se pensar em problemas
relativos a vinicultura, fabricagdo, distribuicdo, efeitos do alcool no organismo
humano, construg@o de tonéis, entre outros. Se for abelha, poderdo surgir problemas
de dindmica populacional, dispersio de colméias, forma dos alvéolos,
comercializacdo do mel, comunicacdo dos insetos, interagdo com plantacdes etc.
(Bassanezi, 2012, p.11).

e Pesquisa exploratoria: ¢ a fase em que os educandos irdo coletar dados quantitativos

e qualitativos em torno do tema. Em relagao a este momento Burak(1998) ressalta que:

Essa etapa, além de favorecer a coleta dos dados de forma criteriosa, pode contribuir
com aspectos de uma formagdo envolvendo valores, atitudes e um espirito mais
critico. Bem como se mostra importante na Modelagem, pois busca desenvolver a
autonomia dos estudantes, ¢ um olhar mais atento para as situacdes pesquisadas
(Burak, 1998, p.08).
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e Levantamento de problemas: diz respeito a exploragdo e analise dos dados obtidos
anteriormente, visando traduzir os elementos coletados de forma a subsidiar a percepgao
do problema que ird nortear o processor de modelagem. Os problemas levantados irdo
determinar os contetidos matematicos que serdo explorados no processo de modelagem.

e Resolucio de problemas e desenvolvimento do conteiido matematico no contexto
do tema: identificado o problema na etapa anterior e estabelecidos os conteudos
matematicos necessarios, a busca pela solugdo do problema ird nortear o processo de
modelagem matematica. E o momento em que os alunos irdo elaborar e testar hipéteses,
aplicar conhecimentos matematicos prévios € construir novos conceitos matematicos,
auxiliados pelo professor. Para Burak(op.cit), essa etapa ¢ fundamental no processo de

modelagem matematica, uma vez que:

[...] favorece o trabalho com os conteidos matematicos que, assim, ganham
importéncia e significado. Portanto, muitos contetido de campos, tais como Numeros
e Operagdes, Grandezas e Medidas, Geometria, Algebra e Tratamento da Informagio,
que isoladamente ndo despertam muito a ateng@o, em um contexto significativo para
o estudante passam a ser significativos. E, também, o momento em que se pode
oportunizar a constru¢do dos modelos matematicos que, embora simples, se
transformam em oportunidades ricas e importantes para a formagdo do pensar
matematico (Burak, 1998, p.10).

e Analise critica das solucées: ¢ o0 momento de teste, refinamento ¢ de validagao do
modelo elaborado. Avalia-se neste momento se o modelo elaborado realmente atende

as necessidades do problema estabelecido.

A analise critica da(s) solucdo(des) € uma atividade que favorece o desenvolvimento
do pensamento critico e da argumentagdo logica, discutindo, também, a coeréncia da
solugio do(s) problema(s) as situacdes da realidade estudada. E um momento
importante para a discussdo de aspectos relacionados a Matematica, a Sociedade, a
Cultura, a Economia e a Politica (Burak, 1998, p.16).

Na 4rea do conhecimento matemético e suas tecnologias a BNCC! estabelece 5
competéncias que devera atingir ao final do novo ensino médio. A competéncia de numero 5
versa sobre: investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas empregando estratégias e recursos como, observagdao de padrdes,
experimentacdo e diferentes tecnologias.

A modelagem matematica ¢ uma metodologia ou uma transformagdo cujo o dominio

esta na existéncia de um problema real e significativo para o aluno e que faca parte dos

I BNCC: Base Nacional Comum Curricular
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diferentes registros de representacdo matemadtico (algébrico, geométrico, estatistico ou
computacional), valorizando o aluno no contexto sociocultural e aproximando a matematica
que ¢ praticada nos objetos do conhecimento antigo (conteudo) e a vida real do educando.
Partindo do principio do que se quer, o que se tem e o que pode ser feito, observando
padrdes e experimentando praticas do cotidiano podemos definir o conceito de fungdo partindo
do real até chegar no conceito formal de fungcdo como na observagdo do crescimento de uma
cobra cascavel e o numero de anéis no seu chocalho, ou at¢ mesmo a quantidade de sacas de
acai (retiradas diariamente nas regides ribeirinhas do estado do Amap4) relacionado com o valor
vendido no comercio local ou a quantidade de cinzas que um fogdo de lenha produz e
combustivel que foi queimado (madeira, carogos de agai e bagago de cana). Com esses € outros
exemplos € possivel que o aluno faga primeiro a imagem mental do que ¢ uma fungao e assim

permitir um olhar diferenciado e um melhor entendimento do conceito formal de funcao.

7.2 MODELANDO UMA SITUACAO - PROBLEMA ENVOLVENDO CRESCIMENTO
LINEAR

Figura 10 - medicdo de volume

Fonte: autor (2022)
Para ilustrar o problema de crescimento linear sugerimos a construcao de um aparelho
a base de cano PVC de facil manuseio , como mostra Figura 10, onde temos no inicio uma
abertura para colocar bolas de gude dentro de cano com um pouco de dgua ( de preferéncia com

uma dose de corante para se ter melhor visualizacao) ligado a uma mangueira transparente e
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uma fita métrica que servira para medir a variacdo do volume ao ser colocado as bolas de gude
no cano PVC.

Dai vem o seguinte questionamento para ser passado para os alunos:

Qual ¢ a variagdo que o volume de uma bola de gude provoca na altura do liquido que
se encontra dentro da mangueira transparente?

Hipoteses 1: O tempo de langamento entre as bolas de gude influéncia na coluna do
liquido.

Hipoteses 2: Para o langamento de bolas de gude de mesmo tamanho a variagdo sera
igual?

Hipoteses 3: Independente do ponto inicial que se encontra o liquido a variacao da altura
do liquido sera sempre a mesma.

Estratégia: Constru¢do de um experimento , como mostra a Figura 10, que possibilite
receber uma bola de gude que por sua vez impulsionaré o liquido presente no tubo plastico que
sera visivel o deslocamento do liquido através da mangueira pela agao do volume da bola de
gude e observada na régua graduada.

Procedimento marca-se o ponto inicial (L) do lado do tubo transparente com um alfinete
e a partir desse ponto serdo marcados outros pontos apos o lancamento de cada bola de gude.

As variaveis:

e Bolade gude
e Tempo
e Altura do volume do liquido
Analise do modelo sera trocado o tamanho das bolas de gude

Solugdo: F (x) =L+ a/b (x)

a — ¢ a diferenga entre as medidas das alturas entre dois lancamentos da bola de gude.
b — ¢ a diferenga entre os numeros da ordem dos langamentos.
L — ¢ o ponto inicial ou valor inicial.

x — representa a quantidade de bolas lancadas
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7.3 MODELANDO UMA SITUACAO PROBLEMA ENVOLVENDO AREA DE
CIRCULO.

Neste problema sugerimos a utilizacdo de um material que pode ser produzido a partir

de uma roda de uma bicicleta, ver Figura 11.

Figura 11- pneu de bicicleta

Fonte: Autor (2022)

Construir uma fun¢ao f que determina a area de um circulo qualquer a partir do valor do
seu respectivo raio.
Situagao
e A area de um circulo esté relacionada diretamente ao valor do seu respectivo
raio r e da constante 7 (pi) e é dado por A=m.r*
e Vamos entender, inicialmente, como foi encontrado essa formula da area do

circulo a partir da figura 11.

No interior do aro da bicicleta da figura 11, podemos ver que temos um poligono regular

circunscrito, ver com mais precisao a figura 12.

Figura 12 - poligono regular inscrito na circunferéncia

Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/area-circulo.htm
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Todos os segmentos de reta com origem no centro da circunferéncia da Figura 12 e que
que vao até o vértice do poligono regular sdo os raios do circulo e que por sua vez terd n
triangulos no poligono regular, como mostra a Figura 13, e de acordo com a formula da area de

um hexagono regular, podemos dizer que a area de um poligono regular de n lados seria:

Figura 13 - poligono regular circunscrito

Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/area-circulo.htm

a. h
2

Sendo n.a o valor do perimetro regular e h a altura do triangulo.

A=n

perimetro do poligono regular .h

; )

Porém, se aumentarmos o nimero de lados do poligono regular infinitamente, a

Entdo, A = (

tendéncia ¢ ficar parecido com o comprimento da circunferéncia, e a altura de cada triangulo
formado no poligono regular fica igual ao raio do circulo. Com isso, podemos concluir que a
férmula do célculo da area de um circulo poderé ser indicada da mesma forma que a area de
um poligono regular de n lados, veja a relagao abaixo:

A=

perimetro do poligono regular . h
2

) —>A=2T[’I‘.§ — A =mnr?

Depois da explanacao da férmula da area do circulo, o aluno ird descobrir que a fungao

f procurada ¢ dada por f(r) = 2m.r’> , com r = raio de uma circunferéncia qualquer.
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8 EXPERIMENTOS

8.1 INVESTIGACAO MATEMATICA

Reza a lenda que Pitagoras caminhava nas ruas da Grécia e de repente passa em frente
a uma oficina, onde haviam alguns ferreiros trabalhando, dando marteladas em objetos
metalicos e obviamente cada martelada que se dava produzia-se um som e Pitdgoras ficou
maravilhado com aquilo e percebeu que dependendo do tamanho, da espessura ou do
comprimento daquele objeto, os sons produzidos eram diferentes e também percebeu que
aqueles sons simultdneos eram agradaveis ao seu ouvido. Ele fica maravilhado com aquilo e
procurou decifrar por que isso acontece, foi entdo que ele teve uma ideia em fazer uma caixinha
de ressonancia, e na parte superior ele fez pequenas medidas como se fosse uma régua dividindo
em doze partes iguais. Em cada extremidade dessa caixa ele colocou dois cavaletes moveis e
prendeu em cada cavalete uma tinica corda, como mostra a Figura 14, muito tempo depois esse
pequeno instrumento foi chamado de monocordio, um instrumento de uma tnica corda, um

unico fio, como mostra a Figura 15- monocordio.

Figura 14 — caixinha de ressonincia
(3]

(1] Rase da spoio [tibus)
) Gancha

E (3] Cantoneira

I ] Cavalete

! (51 conta

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/aplicando-a-matematica-basica-construcao-de-um-monocordio/

Para abordar e exemplificar essa investigacdo foram construidos trés instrumentos
musicais: Metalofone, representado Figura 17. Monocordio, representado na Figura 15, e o

violdo de 4 cordas, Figura 16. Tudo foi construido com material reciclado.
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Figura 17- metalofone Figura 15- monocdérdio Figura 16- violdo

gy

Fonte: autor (2022) Fonte: autor (2022) Fonte: autor (2022)

O som do metalofone, Figura 17, ¢ para explicar as marteladas em objetos metalico e o
monocordio, Figura 15, inventado por Pitagoras € para verificar se o que aconteceu com o som

das marteladas nos objetos metalicos pode acontecer com o som de uma corda esticada.
8.2 QUESTIONAMENTOS NORTEADORES

Para fazer o estudo do som, Pitdgoras inventou o monocordio. Ele percebeu que a
metade era equivalente ao todo e que a média harmdnica entre metade e o todo seria usado
como unidade para uma escala musical.

A metade do comprimento da corda soa harmoniosamente com a corda toda, para
qualquer comprimento?

O que vem ser matematicamente a fragcdo 2/3 da corda em relagdo a corda inteira e a sua

metade?

Resultado esperado pelo aluno: Para Pitagoras % significa a média harmdnica entre a
peca metalica inteira e sua metade.

O que vem ser matematicamente a fragao % da corda em relagdo a corda inteira e sua
metade?

Resultado esperado pelo aluno: Para Pitdgoras % significou a média aritmética entre o

todo e sua metade. O todo supde-se que seja 12 kg.
Repare que ao mudar o som produzido pelo metal para o som produzido pela corda
esticada que provavelmente ndo era de metal, Pitdgoras estd fazendo uso da técnica da imagem

mental que ¢ uma ferramenta da técnica de resolug¢do de problemas ou seja o “conjunto de todas
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as imagens do som”. Os resultados obtidos por Pitdgoras nessa investigagdo foram os seguintes

algarismos:

1° A metade da corda sdo equivalente ao som produzido pela corda inteira, apenas ¢
mais agudo.

2° A média harmonica, entre a corda inteira e a sua metade é exatamente 2/3 do seu
comprimento.

3° A média aritmética entre a corda inteira e a sua metade ¢ exatamente ¥4 do seu
comprimento.

Apos criar essas quatro notas musicais consonantes, Pitdgoras tem um novo problema a
resolver como encontrar outras notas musicais partindo das quatro que ele havia descoberto.

Na compreensao do problema, Pitagoras considerou as 4 notas por ele descoberto, para
a construcao de uma estratégia de resolucao, Pitdgoras sabia que se ficasse dividindo ao meio
sO ia encontrar outras notas equivalentes, entao resolveu adotar a fragdo 2/3 como unidade
padrao de sua escala musical.

Na execucao das estratégias ele calculou 2/3 da corda e encontrou a nota chamada de
quinta justa partindo da quinta justa ele encontrou 4/9 e essa fragdo ¢ menos que a metade da
corda e como ele sabia que ao dividir a corda ao meio encontrava-se uma nota equivalente uma
oitava acima entdo ele multiplicou a nota 4/9 por 2 para encontrar a nota uma oitava abaixo,

assim obteve a nota 8/9 e procedeu dessa maneira até¢ chegar na nota 128/243.

N = {D¢, Ré, Mi, F4, Sol, L4, Si}
T={1, 89, 64/81, %, 2/3, 16/27, 128/249 }

Na revisdao de sua descoberta, Pitadgoras constatou que esse principio poderia ser
aplicado para instrumentos de sopro, agora com a vantagem de todos os instrumentos usarem a

mesma escala, essa foi a grande contribuicao de Pitagoras para a musica.
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8.3 MODELAGEM MATEMATICA

Nem tudo sao flores, mas toda rosa tem um espinho, a escala de Pitdgoras apresentava
uma falha na folha que ficou conhecida como COMA PITAGORICO, isso significa a
impossibilidade de partir da nota F4 e chegar na nota D6 como foi feito de D6 para Sol.

Agora o problema ¢ criar uma nova escala para resolver o problema do COMA
PITAGORICO.

Objetivo: Utilizar a modelagem matematica para desenvolver uma fun¢do que seja
bijetora para relacionar notas e a distancia entre elas.

Uma das justificativa era relacionar o conhecimento matematico que havia avangado
bastante desde Pitdgoras, pois esse negava a existéncia de nimeros irracionais para resolver
essa falha da escola Pitagorica.

Metodologia: 7 passos para modelagem matematica.

e Passo 1: Definir o problema Coma Pitagorico.
e Passo 2: Coletas de dados.

e Passo 3: Elaboragao do modelo.

e Passo 4: Verificagdo do modelo matematico.
e Passo 5: Otimizagao e tomadas de decisao.

e Passo 6: Comunicacdo do modelo a gestao.

e Passo 7: implementa¢do do modelo e modelo matematico foi o isomorfismo
dado por f(x) = (W)ng (x) , fungdo exponencial de base irracional, onde L

¢ o comprimento da corta total e X € a posicao da nota musical, ou seja, X ¢
natural pertencente ao conjunto: X = { 1, 2, 3,4, 5, 6, 7} 1sso para as sete notas

musicais.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve a intengdo de valorizar e incentivar o conhecimento da
matematica, mais precisamente, o conceito de funcdo e como também responder aquele
questionamento inicial: “ E possivel um outro caminho para a construgio do conceito de fungdo
a partir de atividades investigativas, resolugdo de problemas e modelagem, valorizando a

participagdo ativa do educando no processo de constru¢ao do conhecimento? ”

Para isso foi realizado esta pesquisa de cunho bibliografico, com enfoque qualitativa,
objetivando um melhor entendimento do conceito de fun¢do por parte do aluno e o caminho a
ser seguido, tanto na investigagao, resolucao de problemas ou modelagem matematica, tem uma
importancia muito grande na aprendizagem do aluno, podemos dizer que o caminho e a jornada
¢ mais importante que a propria resolucdo encontrada, ¢ como uma viagem de férias bem

planejada, pois o proprio percurso deve ser deleitado como se fosse as férias em si.

Foram sugeridas algumas atividades que podem ser usadas para criar oportunidades de
observagao e avaliacao dos alunos, a fim de que o professor de maneira adequada possa planejar
o ensino da melhor forma possivel, e que podem sobretudo ser utilizado em um laboratdrio de
matematica, e se houver condi¢do de fabricagdo de um prototipo, como aqueles que foram
construidos de material reciclavel exclusivamente para esta pesquisa (o Bigorrilho, o
Monocordio, o aparelho de medicao de volume e o Metalofone) isso ird proporcionar uma parte

ludica, pois segundo Smole :

Para viabilizar o trabalho com situagdes problema, é preciso ampliar as estratégias e
os materiais de ensino e diversificar as formas e organizacdes didaticas para que, junto
com os alunos, seja possivel criar um ambiente de produgdo ou de reprodugido do
saber. (SMOLE,2008, pg.14)

Dessa forma, o efeito que este trabalho ira produzir dependera unicamente daqueles que
buscam algo que possa melhorar cada vez mais o modo de se ensinar o conceito de fun¢do, pois
foi langada uma ideia que nao representa uma sistematizagao final e sim uma oportunidade de
buscar e formular problemas voltados para o cotidiano do aluno e principalmente uma
abordagem de assunto em estudo que ativa a flexibilidade e a capacidade de compreensdo na
mente dos educandos.

Posso garantir que, a partir desta pesquisa, o meu olhar para a matematica sera diferente,

pois acredito que a busca por melhorias no processo ensino aprendizagem fortalecera cada vez
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mais o meu relacionamento com os alunos em se tratando de matematica, e estes por sua vez

serdo os agentes ativos de sua aprendizagem.
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